ANNA KUJAWSKA
Gtowny Urzad Miar

PAWEL FOTOWICZ
Gtowny Urzad Miar

Metoda sumowania
niezaleznych
zmiennych
losowych jest
najefektywniejszym
sposobem obliczania
niepewnosci
pomiaru

w kazdej dziedzinie
metrologicznej,
szczegblnie

w pomiarach
posrednich

tak typowych
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Obliczanie niepewnosci

METODA SUMOWANIA NIEZALEZNYCH ZMIENNYCH LOSOWYCH

Zagadnienie obliczania niepewnosci wyniku pomia-
ru to problematyka trudna nawet dla wytrawnych
metrologow. Cho¢ jest to nietatwe zagadnienie, to ze
wzgledu na wymagania miedzynarodowe zwiazane
z koniecznoscia podawania niepewnosci, bardzo
istotne. Wynika rowniez z potrzeby zapewnienia spéj-
noéci pomiarowej oraz z koniecznosci poréwnywania
wynikdéw pomiaru tych samych mierzonych wielkosci
w roznych laboratoriach. Dla ujednolicenia sposobu
obliczania niepewnosci pomiaru szereg miedzyna-
rodowych organizacji metrologicznych przygotowato
specjalne dokumenty, takie jak: ,Guide to the Expres-
sion of Uncertainty in Measurement”, ,Expression
of the Uncertainty of Measurement in Calibration”
czy ,Quantifying Uncertainty in Analytical Measure-
ment”, omawiajace sposoby wyrazania niepewnosci.
Korzystajac z powyzszych dokumentéw i doswiadczen
wiasnych, opracowano model matematyczny wielko-
$ci mierzonej bedacy suma niezaleznych zmiennych
losowych. Zastosowano go przy obliczeniu niepew-
nosci stezenia masowego roztworu wzorcowego do
absorpcyjnej spektrometrii atomowej.

OPIS POSTEPOWANIA

Wiegkszos¢ wielkosci mierzonych w dziedzinie chemii
jest wyznaczana posrednio poprzez pomiar innych
wielkosci mierzonych w sposob bezposredni. Wiel-
kosci te mozna zdefiniowa¢ matematycznie ogélng
zaleznoscig

r=xy) (1)

Wielko$¢ mierzong, oznaczona symbolem y, nazywa
sie wielkoscig wyjsciowa, a wielkosci x, (dla i =1...N)
wielkosciami wejsciowymi. Wielko$¢ wyjsciowa oraz
wielkosci wejsciowe traktowane s3 jak zmienne
losowe, dla ktorych nalezy okresli¢ rozklad prawdo-
podobienstwa i wyznaczy¢ dwa parametry: wartos¢
oczekiwang oraz odchylenie standardowe. Mozna
tez dla kazdej wielkosci wejsciowej x, przedstawic jej
wiasne réwnanie pomiaru

X, =X 40X, ...+ 0x 2)

i

gdzie X; to wartos¢ Srednia lub nominalna wielkosci
wejsciowej, a éx,, to wielkosci wplywajace na wiel-
kos¢ wejsciowa. Wielkosci wptywajace cechuja sie
zerowymi wartosciami oczekiwanymi i zawsze nie-
zerowymi odchyleniami standardowymi. Przyktadem
wielkosci wplywajacych moze by¢ rozrzut, rozdziel-
czos¢, poprawka lub blad przyrzadu pomiarowego.
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Rozrzut czesto oceniany jest przy uzyciu estymat pota-
czonych odchylen standardowych populacji wynikow
otrzymanych doswiadczalnie. Dlatego przypisuje mu
sie rozklad normalny. Ponadto rozklad taki przypisuje
sie wszystkim wielkosciom wplywajacym ocenianym
metodami statystycznymi na podstawie dostatecznie
licznych serii pomiarowych. W odniesieniu do roz-
dzielczosci przyjmuje sie rozkiad prostokatny. Zakia-
da sie bowiem, Zze kazda wartos¢ z zakresu odpowia-
dajacego pojedynczemu kwantowi wskazania jest
jednakowo prawdopodobna. Przez kwant wskazania
nalezy rozumie¢ najmniejsza warto$¢ wielkosci mie-
rzonej, jaka mozna odczyta¢ z urzadzenia wskazu-
jacego przyrzadu pomiarowego dla danego zakresu
pomiarowego. W przypadku przyrzadéw cyfrowych
jest to na ogdt wartos¢ odpowiadajaca ostatniej cyfrze
na wyswietlaczu, a w przypadku przyrzadéw analogo-
wych wartos¢ odpowiadajaca dziesigtej czesci dziatki
elementarnej. Podobnie postepuje sie w odniesieniu
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TABELA 1
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do poprawek i btedéw, ktore zaliczane sa do grupy
oddziatywan systematycznych. Oddziatywania te,
snane co do wartoéci i znaku, traktowane sa jak
oddziatywania przypadkowe, majace charakter loso-
wy, ktorym przypisuje sie prostokatny rozklad praw-
dopodobienstwa o szerokosci potowkowej rownej
granicznym wartosciom tych oddzialywan.

Dla wygody i przejrzystosci zapisu mozna skladowe
wielkosci wejéciowych zestawic w tabeli (tab. 1).
Tabela powinna zawieraC w kolumnach symbole
sktadowych, estymaty wielkosci, niepewnosci stan-
dardowe oraz nazwy rozktadow prawdopodobien-

Symbl Estymata Niepewnos¢ standardowa Rozktad
wielkosci wielkosci o prawdopodobienstwa
ox, | 0 [0x;,] {u(dx, )} [u(ox;,)] nazwa
0X; oy 0 [5X1,M] {u(axi,l)} [u(éxi,M)] nazwa
X, x) &1 {ux)} [ulx,)) nazwa
' Zgodnie z norma 1S0 31 symbol {x} oznacza wartosé liczbowa, a symbol [x] jednostke miary
wielkosci x.

TABELA 2

8

stwa opisujacych te wielkosci. W ostatnim wierszu
tabeli nalezy umiesci¢ symbol wielkosci wejsciowej,
jej estymate oraz zfozona niepewnos¢ standardowa,
dla ktorej spetnione jest rownanie

uz(xi):uz(&‘,.1 )+...+u2(§x1_M) 3)

Estymatg wielkoéci na ogot jest jej warto$¢ srednia lub
nominalna, a rozklad prawdopodobienstwa mozna
okregli¢, stosujac nastepujaca metode postepowania.
Odnajdujemy sktadowa wielkosci wejsciowej 6x,
opisang rozkladem prostokatnym o najwiekszej war-
tosci niepewnosci standardowej. Obliczamy iloraz

.., )

B Jllz(x, )— u’ (5-"'1;_7'

rl

Dla wartosci tego ilorazu nie mniejszej niz jeden i nie
wiekszej niz dziesie¢ wielkosci wejsciowej przypisuje-
my rozklad trapezowy, a gdy wartoé¢ ilorazu jest wiek-
sza od dziesieciu, to wielkosci wejsciowej przypisuje-
my rozklad prostokatny. W pozostalych przypadkach
przyjmujemy rozkiad normalny.

Podobnie postepujemy z pozostalymi wielko$ciami
wejsciowymi, Z wyjatkiem sytuacji, gdy jestesmy
w stanie oceni¢ te wielkos¢ bezposrednio, przypisujac
jej okreslony rozklad prawdopodobienstwa.
Wizystkie wielkosci wejsciowe definiujace wielkos¢
wyjéciowa y nalezy zestawic w tabeli budzetu nie-
pewnosci (tab. 2). W odroznieniu od poprzedniej
tabeli znajduja sie w niej dwie dodatkowe kolumny:
wartoéci wspolczynnikow wrazliwosci ¢, i udziatow
niepewnosci u(y). Wspotczynniki  wrazliwosci to
pochodne czastkowe wielkosci wyjsciowej po okre-
slonej wielkosci wejsciowej

~

av

¢ =

(5)

ox;
Udzial niepewnosci wielkoSci wejsciowe natomiast
to iloczyn wspotczynnika wrazliwosci i niepewnosci
standardowe] tej wielkosci

u ()=c; ulx,) (6)
W ostatnim wierszu budzetu niepewnoéci zapisujemy
estymate wielkosci mierzonej obliczona na podstawie
wartoéci estymat wielkosci wejsciowych

y=/G Xy) 7)
oraz zlozong niepewnos¢ standardowa wielkodci
wyjsciowe]

ucz(y):cl'uz(xl)+...+civu:(xN) (8)

Wynik pomiaru zapisujemy w postaci estymaty
wielkosci mierzonej i jej niepewnosci rozszerzonej
U wyznaczonej dla okreslonego poziomu ufnosci p

v=yzU 9)

Niepewno$¢ rozszerzona to iloczyn wspotczynnika
rozszerzenia k i ztozonej niepewnosci standardowej

U=k-u () (10)

(AL e P & LS
S.ymbr,xli Es.ty“‘?t? Niepewnos¢ standardowa Rozk&afi ) Wsp@gzynp '.k Udziat niepewnosci
wielkesci wielkosci prawdopodobienstwa wrazliwosci
x| {x,} [x)] {u(x))} [u(x))] nazwa {c1} [c)] (4,00} [1,0)]
Xy SIS REIN {u(xy)} [u(xy)] nazwa {ext [en] {upy ()} [up())]
y ol {0} [ ()]
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Niepewnos¢ rozszerzona podaje sie dla arbitralnie
okreslonego poziomu ufnosci. Przy wzorcowaniu

przyjeto, ze poziom ten wynosi p = 95%. Aby go

zapewni¢, nalezy wyznaczy¢ warto$¢ wspotczynnika R D w G
rozszerzenia, ktéra z kolei zdeterminowana jest roz-
kladem prawdopodobienstwa wielkosci wyjsciowe;.

kladu prawdopodobienstwa dla wielkosci wyjsciowej

Wt lu rowniez % t : tod ‘
S e PRODUCENT WAG
stosujemy odpowiednia warto$¢ wspolczynnika roz- ELEKTR()NICZ CH
ia. Obli il
szerzenia |czamy|{(l)(r/aé;); Nasze Wagi - wasze S“kcesy

1 6 ) o

gdzie u(v) to najwiekszy udzial niepewnosci skfado-
wej o rozkladzie prostokatnym. Wspotczynnik rozsze-
rzenia przyblizamy w nastepujacy sposob

k=kydlar<li
g k=krdlal<r<10 (12)
k=kydlar>10

| gdzie: ky - wspélczynnik rozszerzenia dla rozkladu

| normalnego

E kr — wspdlczynnik rozszerzenia dla rozkfadu

i trapezowego

kp — wspotczynnik rozszerzenia dla rozktadu
prostokatnego

by = 3(I+1 [ (- },)LE (13)

(r+1y )
kp =+3p (14)

Dla p = 95% wspdiczynniki przyjmuja wartosci

ky = 1.96
} kr=1,65-1,9
kp =165

OBLICZANIE NIEPEWNOSCI
W absorpcyjnej spektrometrii atomowej stosowane sa
roztwory o certyfikowanym stezeniu masowym jonu
metalu. Zawartos¢ jonu metalu w roztworze wzorco-
wym wyraza sie jako stezenie masowe p,, zdefiniowa-
ne robwnaniem

m- P

B (15) g
gdzie: m —masa prébki zawierajacej skladnik B jonu : Wagi samochodowe
P - czystoé¢ substancji zawierajacej skiadnik B
| jonu - Wagi do statycznej i dynamicznej
V- objetos¢ roztworu '
s3 wielkoSciami wejéciowymi. kontroli ladunkg
Na podstawie tak zdefiniowanej wielkosci mierzonej,
uwzgledniajac (8), przedstawiono réwnanie niepew- RADWAG 26-600 Radom ul Bracka 28
i nosci pomiaru w nastepujacej postaci : tel. (0-48) 3848 800 Iax.(0-48) 3850010

; u’ (pg )= o’ (m)+ ut(P)+ 2 () 16) Dzial Sprzedazy (0-48) 366 80 06

. , . R - www.radwag.pl
gdzie: ¢, ¢, i ¢5 to wspdlczynniki wrazliwosci (5) .
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TABELA 3
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8 P
) (17)
om V
apB m
, == )
T Ty (18)
Opg m- P
Cy =——— = —
Toav V2 19

a pozostale czynniki to niepewnodci standardowe
wielkosci wejsciowych: m, P i V.

Dla wielkosci wejsciowej m zbudowano oddzielne
réwnanie pomiaru

m=m +6m, + 6m, + Omy (20)

gdzie: m - odwazka 1 g, wykonana na wadze ana-
litycznej WA34
om, — blad wskazania wagi dla odwazki 1 g
rowny: —0,25 mg
om, — rozrzut wskazan wagi oszacowany z nie-
pewnoscia standardowa: 0,022 mg
om, - rozdzielczo$¢ wskazan wagi: 0,01 mg

W procesie wazenia zidentyfikowano trzy sktadowe
majace wplyw na niepewnos¢ wykonania odwaz-
ki. Jako nieistotne zostaly pominiete niepewnosci
zwigzane z poprawka na wypor powietrza i roznice
gestosci. Bledowi wskazania wagi, jak i rozdzielczosci
przypisano rozkiady prostokatne. Rozrzut wskazan
wagi zostat oszacowany na podstawie obliczenia esty-
maty polaczonej odchylenia standardowego, opraco-
wanej przez autoréw dla pomiaréw wykonywanych
na wadze analitycznej WA34. W zwiazku z tym
przypisano mu rozkiad normalny. Wszystkie sktadowe
zestawiono w tabeli 3.

Symbol Estymata . . Rozktad
A L Niepewnosc standardowa ..
wielkosci wielkosci prawdopodobienstwa
pm, 0mg 0,144 mg prostokatny
pm, 0 mg 0,022 mg normalny
Py 0 mg 0,003 mg prostokatny
m 1000 mg 0,146 mg trapezowy
TABELA 4

V\iiln;s:lm 523:3:1? Niepewnost standardowa prawd(i)zzdk:]?eﬁstwa
or 0cm’ 0,2 cm? normalny
or, 0cm? 0,231 cm® prostokatny
aly 0cm? 0,485 cm® prostokatny
& 1dm’ 0,573 cm® trapezowy
10 B ANALITYKA - NUMER 3, ROK 2003

Najwigkszy udzial w niepewnosci wielkosci wej-
sciowej m stanowi skladowa zwigzana z biedem
wskazania wagi dm,. Obliczony z zaleznosci (4) iloraz
to r, = 6.4, dlatego rozkladowi wielkosci wejsciowe;
przypisano rozklad trapezowy.

Dla wielkosci wejéciowej V' rowniez zdefiniowano
réwnanie pomiaru

V=V +8V +8V, + 8V, 21)

gdzie: 7 - objetos¢ nominalna kolby: 1 dm?

dV, — powtarzalnoé¢ o odchyleniu standardo-
wym eksperymentalnym: 0,2 ml

oV, — blad graniczny zwiazany z kalibracjg
kolby: £0,4 ml

oVy — poprawka temperaturowa objetosci spo-
wodowana dopuszczalng zmiang tem-
peratury =4°C, ktéra dla wspdiczynnika
zmiany objetosci wody 2,1 - 107*°C™!
wynosi: +0,84 ml

Przy
uwzgledniono tez trzy skladowe. Powtarzalnos¢

okreslaniu niepewnosci objetosci roztworu

wyznaczono na podstawie wielu serii pomiarowych,
przypisujac jej rozktad normalny. Bledowi granicz-
nemu kalibracji oraz poprawce temperaturowej
objetosci przypisano rozkfady prostokatne. Wszystkie
skladowe zestawiono w tabeli 4.

Najwiekszy udzial w niepewnosci wielkosci wej-
Sciowej V stanowi skladowa zwiazana z poprawka
temperaturowa objetosci V5. Obliczony z zaleznosci
(4) iloraz to r, = 1.6, dlatego rozkladowi wielkosci wej-
sciowej przypisano réwniez rozklad trapezowy.

Wielkoé¢ wejéciowq P oszacowano na podstawie
informacji podanych przez producenta substancji.
Zakres zmiennosci tej wielkosci wynosi =0,0005 g/g
i przypisano jej rozklad prostokatny.

Dla wielkosci wyjsciowej pg zbudowano budzet nie-
pewnosci (tab. 5).

Zgodnie z zasada przedstawiona w poprzednim roz-
dziale najwigkszym udzialem w niepewnosci zlozonej
charakteryzuje sie skladowa zwiazana z pomiarem
objetosci 617, dla ktérej iloraz, obliczony z zaleznosci
(11), r=1,1. W tej svtuacji wspoiczynnik rozszerzenia
mozna przyblizy¢ wspolczynnikiem jak dla rozkiadu
trapezowego i obliczy¢ go ze wzoru (13). Ma on war-
tos¢ k = 1.90. Zatem niepewnos$¢ rozszerzona, dana
zaleznoscia (10), dla poziomu ufnosci okoto p = 95%
Wynosi

U=k ‘ulpg)= 1.9 -0.658 mg/dm’ = 1,3 mg/dm’
Wynik pomiaru mozna zapisa¢ w postaci
pp = 1.0000 g/dm’ = 0,0013 g/dm’

Przy podawaniu wyniku, aby utrzyma¢ zalozony
poziom uinosci p = 95%, nalezy wartos¢ niepewnosci
rozszerzonej zapisvwac z dwiema cyframi znaczacymi.



Przedstawiona metoda postepowania moze byc
szczegolnie przydatna przy ziozonych obliczeniach

niepewnosci pomiaru, gdy wielkoé¢ mierzona zde-
finiowana jest rozbudowang funkcjg matematyczna.

NAUKAI

skladowej. Liczbe sktadowych mozna w razie potrze-
by uzupelnia¢, nie zmieniajac przy tym zapisu pod-
stawowego réwnania wielkosci mierzonej. Metoda
umozliwia wygodne wykonywanie obliczen w postaci

TABELA S

m 1g 0,146 mg trapezowy 11/dm’ 0,146 mg/dm’
p 19/g 0,289 mg/g prostokatny 1 g/dm? 0,288 mg/dm’
v 1dm’ 0,573 cm® trapezowy -1g/dm® -0,573 mg/dm’
P 1 g/dm’ 0,658 mg/dm’

Przedstawiony przyklad odnoszacy si¢ do wyznacza-
nia stezenia roztworu wzorcowego jest dos¢ prosta
ilustracjg zastosowanego modelu matematycznego.
Wystepuje w nim jedynie kilka niezaleznych skia-
dowych niepewnosci. Liczba sktadowych moze
by¢ dowolnie duza. Niezalezne ich analizowanie
w oddzielnych réwnaniach, tworzonych dla kazdej
wielkoéci wejsciowej, eliminuje prawdopodobien-
stwo omvlki lub przypadkowego pominiecia ktorejs

sprzezonych arkuszy kalkulacyjnych, w ktérych kazda
analizowana wielko$¢ wejéciowa mozna zapisaC na
oddzielnej stronie obliczeniowej. Przyjecie zatozenia
o niezaleznosci wszystkich sktadowych pozwala na
dokladne obliczenie niepewnosci rozszerzonej dla
przyjetych danych wejsciowych, ktore nie spowoduje
przeszacowania wartoéci niepewnosci rozszerzonej
i tym samym przyczyni sie do prawidlowego przed-
stawienia wyniku pomiaru. u
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Nowe przenosne mierniki Profiline 197i

romoqa 40% rabatu przy Zakupie ‘
‘dowolnego miernika ProfiLine do koiica roku WWW.WIW.pl

odporne na zachlapame zanieczyszczenie, uszkodzenia,

. sprawdzone w laboratorium i w terenie

@ Pehametr ProfiLine 197i
@ Konduktometr ProfiLine 197i
@ Tlenomierz ProfiLine 197i

@ Miernik wieloparametrowy
ProfiLine 197i (jednoczesny pomiar
pH, przewodnictwa i tlenu)
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Pomiarowy i Analityczny Sprzet Techniczny
ul. Rogowska 5, 54-440 Wroctaw
tel. 0-71 35392 13, fax: 0-71 353 92 15
e-mail: info@wtw.pl
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